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Streszczenie

W poprawkach kwantowej teorii pola do energii oddzialujacego
uktadu tadunkéw pojawia sie pewien typ catki. Wyrazenie postaci
(W] r%e_‘ZQT?J‘ ;) wystepuje zaréwno w poprawce P(?“;j?’) jakiw 6(r5).
Przyjrzymy sie metodom jej wyliczania aby uzyskaé ogdlne wzory i nie
powtarza¢ tych rachunkéw dla réznych wartoéci wyktadnika n. Baza
ktoéra sie postugujemy sklada sie z wielowymiarowych funkcji gaussow-

skich wzgledem wspotrzednych przestrzennych.
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1 Inspiracja

Inspiracja do analizy zagadnienia bylo zestawienie wzoréw na poprawke
P(r;jS) i 0(r45). Zaczniemy od ich poréwnania, nastepnie oméwimy metody
zapisu 17;. Oddzielnie przeanalizujemy parzyste, nie parzyste oraz ujemne
wartosci n.

Poprawka P(ri_j:)’)
Pierwsza z poprawek, ktéra liczymy nosi nazwe P(r~3), jej elementy macie-
rzowe wyrazaja sie wzorem
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Oznacza to, ze aby wyliczy¢ poprawke P(r%g) potrzebujemy catek postaci

(V| TZG_QQT?J' lY1) zn=1orazn = —1.



Poprawka 6(r;;)
Druga poprawka nazywana J(r;;) moze by¢ zapisana jako

1 o0 —q2r2, —qg%r2.
5(rij)=m/0 642 (| e T " |ay) — 4q* (zpk\r?je T ) dg (2)

Tu réwniez pojawiaja sie calki typu (¢ | r{‘jefq%lzj |1;), tym razem z wyklad-
nikami n = 0 oraz n = 2.

Przypomnienie metod zapisu r;;

Do tej pory poshugiwaliémy sie jedynie kwadratem oraz odwrotnoscig od-
legtos$¢ r;; zapisujac je w postaci odpowiednich operatoréw catkowych lub
rozniczkowych.
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Zapisanie wykladnika calkowitego za pomoca powyzszych.
Dowolna liczbe catkowita n (tzn. wyktadnik r;;) mozemy zapisa¢ w formie
kombinacji liniowej liczb 2 i —1 o wspoétczynnikach catkowitych k i [, przy
czym ten rozklad nie jest jednoznaczny.
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Z jednej strony otrzymujemy stad caly zestaw réwnosci zwigzanych z nie-
jednoznacznos$cig rozktadu, z drugiej zalezy nam na zbudowaniu funkcjonal-
nej metody obliczen dlatego w tym momencie skupimy si¢ na ograniczeniu
mozliwych wartosci wspotczynnikéw aby ujednoznacznié¢ tg kombinacje. Za-
piszemy teraz warunki na n ustalajace jednoznacznos¢ wyboru pary ki

(0, —n) jeslin <0
(k,1) =< (n/2,0) jeslin>0A2|n (5)
([n/2],1)  jeslin>0A21n

W ten sposob wyczerpujemy wszystkie mozliwoéci. Oméwimy je po kolei.

Przypadek pierwszy - ujemne n.
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Przypadek drugi - nieujemne parzyste n.

k
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L =1

Przypadek trzeci - nieujemne nieprzyste n.

21 _

k oo —r T . [e 7
ij 2(\;771)/0 00‘1_‘ k«—/ Do e( " (t2+zf:1 Z)) |a1...ak=0 de (8)

2 Przyklady

Poniewaz dokument ma poméc w zrozumieniu ogélnego ztozonego algo-
rytmu ta czedé podwiecimy policzeniu krok po kroku paru przyktadéw. Dzieki
temu zrozumiemy ktore elementy sa powtarzalne i wprowadzimy oznaczenia
pozwalajace uwypuklaé jedynie istotne fragmenty obliczen.

Przyktlad pierwszy - n = (.
Calke z n w potedze zerowej zaczynamy liczy¢ - podobnie jak kazda - od
calkowania przestrzennego, w tym celu rozwijamy funkcje bazowe.

(o €07 |yy) = / o AT 2er g =0 T g3y (9)

gdzi wymiar przestrzeni 1 ozdobiliSmy falka aby unikngé¢ pomylki z n ozna-
czajacym wyktadnik, w tym wypadku réwnym 0. Catkowanie daje

—3/2 -1
(Wil €T |oy) = /20 ‘Akl + Jijq2‘ /2 e[0T (10)

Skorzystamy z oznaczenia, ktére intuicyjnie dostajemy podstawiajac g = 0

(W | ) = 702 | Agy|73/% e’ (11)
Oraz wyrazen na wyznacznik i odwrotno$é¢ sumy macierzy
A 'BA!
I+aH|=14+aTrH A+B)y'=A"t- _— (12
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gdzie I jest jedynka, rankH; = rankB = 1, a A jest odwracalna. Dostajemy

(0 €~ ) = (o | 1) e (13
kle =) = Y | ) e 1
(1+ag?)*?
WprowadziliSmy tu oznaczenia
a= Tr [A,:lljij] ﬂmZST (JUA;;;) e (14)



Przyktad drugi - n = 2.
Tym razem do rachunkéw dodajemy czynnik r
wprowadzony wczesniej operator rézniczkowy.
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5j» ktory dzialac bedzie jak

<¢k| ,,ai?je*q?ri?j W)l) _ _aal /efrTli].roae—réklr—I—Qer—nefq?rJijrdSﬁr |a1:O (15)

Podobnie jak ostanio zaczynamy od calki przestrzednnej otrzymujac wynik

— 22, —eTA le —3/2
(] e 75 ) = = (Y | ) e Re 20, (14 (o + ¢P)a)

eeT[Akﬁ(al-ﬂ-qQ)Jij]_le lar=0=(¥x | ¥1) <2(1 +ag?) " a+

814>

+(1+ an)_g/ *oT Ay +¢%,] ~, Ay +¢%3) o e> e 1 (16)

Jak widzimy rézniczkowanie dotyczy iloczynu funkcji i eksponenty funkcji.
Tego typu wyrazenia beda pdzniej doktadnie oméwione. Tym czasem jest to
dobry moment aby rozwinaé¢ odwrotnoéci i wymnozy¢ je ze soba. Jesli opu-
Scimy (¢ | ¥y) oraz eksponente na konicu wyrazenia to w nawiasie zostaje:

3 9\ —5/2 2\ —3/2 7 q'
2(1+aq) a+(1+aq ) (ﬁl 2ﬁ21+aq2+ﬂ3(1+aq2)2 a7

To wyrazenie mimo, mozemy zwina¢ do postaci z bardziej reguralnie roz-
winietymi wykladnikami utamkéw. Bedzie to wazne podczas catkowania, to
wyrazenie zapisa¢ mozemy jako nastepujaca sume

3a 1 3a? ¢ q*
o — — | = +2 7 18
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WspominaliSmy o tym wyrazeniu w dokumencie pr3-v2.pdf gdzie wprowa-
dziliSmy wspotcezynniki Tr(r{ ), nowe spostrzezenia sprawity, ze definicja wskaz-
nika j zostanie zmieniona. Teraz wskaznik j jest rowny n. Wprowadzimy

wiec trdjke wartosci, ktore zmienilty juz znaczenie dolnego indeksu:

3 3a?
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I korzystajac z nich zapisujemy ostateczny wynik

(n] r2e™ T () = (v | i) ( i éﬂqm) e (20)
m=0 (1 + qga)§+m



Przyktad trzeci - n = 4.

Postugujac sie wzorem 7 tatwo dostrzegamy, ze obliczenia wygladaja jak
poprzednio, z tym, ze rézniczkujemy dwa razy i zmienil sie znak. Catkowanie
przestrzenne wyrzuci nam iloczyn skalarny funkcji i eksponente odwrotnosci
macierzy parametréw wariacyjnych oblozonej wektorami e.

(e | ) e~ e (21)

Pod podwéjnym rézniczkowaniem po «aq i ao znajdzie sie

—3/2 -1
Oy Oay (1 + (1 +ag + q2)a) o [Butlortorta)dy] e lat,ae=0  (22)

Poniewaz w wyniku i tak wstawimy a; = a9 = 0 oraz sa one symetrycz-
nie ustawione we wzorze, mozemy zastosowaé tu pewna sztuczke. Pierwszy
czynnik mozemy traktowaé jak funkcje f(aq+az+¢?), eksponente jak funk-
cje exp(g(ar + as + ¢?)). W wyniku rézniczkowan bedziemy tym funkcom
dostawia¢ ”primy”. Natomiast z warunku zerowania alf bedziemy je pomijaé
w argumentach. Ostatecznie wyrazenia te beda wygladaly jak pochodne po
q? bez dodatkowych ogranicznen. W ten sposéb zapiszemy nasza podwéjna
pochodna jako

llf (1 + aq2) —7/2 a3 (1 n aqz) -5/2 weT [Akz N q2iij} -1 3,

[Akl + QQJU} o e+2 (1 + aq2) o e’ [Akl + qziz‘j} -
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Teraz mozemy odwroci¢ wszystkie sumy macierzy. W wyniku odwracania
dostaniemy kombinacje 3, oraz a, z utamkami z licznikiem proporconanym
do ¢? i mianownikiem do 1 + ag?.
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Widzimy, ze wygodnie bedzie pomina¢ funkcje wykladnicza w dalszych roz-
wazaniach. Jej cze$é¢ zawierajaca eTA,;lle skréci sie z kawatkiem ze wzoru
21. Wyrazy ktore zostaly najlepiej przeksztatci¢ do formy:

4 2m
Z T,(f)q— (25)

o " (L+q2a)ztm
Widzimy, ze wszystkie wyrazy, w ktérych funkcja f a wiec (1+ aq2)_3/ 2
mnozy sie przez dowolng potege dowolnej pochodnej funkcji g nie wymaga-
ja zadnych dodatkowych zmian. Wystarczy wykonaé¢ potegowania i mnoze-
nia. Natomiast przy pochonych funkcji f bedziemy do licznika dodawaé i
odejmowaé ag?. Na przyktad:

2\ 5/2 1 _ aq?
oraz
2
(1 N aq2) —7/2 _ 1 _9 an N (CLQQ) (27)
(1+ag®)®?  (1+ag®)™?  (1+ag?)"?
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Teraz policzymy wspdtczynniki 7, do kolejnych sktadnikéw sumy 25

w9 = 3B+ (B +2)

Tl(4> _ 15;3 — 3a%31 — 6082 — 2(261 + 3) 32

7'2(4) = 15?4&4 +6a”B2 + 3afBs + 2(B1 + 3)83 + 453,°
7354) = —3a®33 — 2(232585 + Bu) TF) = 5 (28)

Grupujemy rezultaty do wzoru alalogicznego do 20.

3 Algorytm

Trzeba przyznaé, ze coraz wyzsze wykladniki nastreczaja coraz wiecej
trudnosci. Dlatego warto przyjrzeé sie sztuczkom pozwalajacym unikaé ko-
lejnych obliczen.

Algorytm dla n = 2k.

Teraz przedstawie ogdlny algorytm postepowania dla parzystych nie ujem-
nych wyktadnikéw n. Jest to przypadek z samym rézniczkowaniem. Naszym
wzorem wyjsciowym bedzie 7. Podstawimy go do caltki:

(i 72T ) (29)
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Wykonujemy catkowanie po zmiennych przestrzennych. Jak wczeénie wyta-
czamy z dalszej analizy wyraz 21. Natomiast przy rézniczkowaniu bedziemy
korzystaé z catkowania po zmiennej ¢ wyrazenia

(1+4ag?) ™ e [Bura] e (30)
Wprowadzamy oznaczenia
fl@) = (1+ aq2)_3/2 o9@) — " [AutaL, ] e (31)

Nasz problem sprowadza sie teraz do policzenia nastepujacej pochodne;j.

d* () Zk: B\ k-p) (o0yP)
—5f(2)e? = ( )f R COR (32)
dxk = \p
Pochodna funkcji f jest stosunkowo prosta.
1 k—p _ 2(k—p)+3
fl=p) — (—Qa) (2(k —p) + 1)1 (1 + aq2) : (33)

Pochodng funkcji g tez obliczamy na podstawie doswiadczen z poprzednich
przyktadow.

p+1 +1 2 !
o7 = (Y (p l >ﬁz+1 (‘1+qaq2> (34)

Natomiast zanim policzymy pochodna e? wprowadzimy uogolniony wzor na
pochodng funkcji ztorzonej nazywany w literaturze wzorem Faa di Bruno.

F) =0 L (g) ] e (69)™ (35)
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Sumowanie przebiega po partycjach liczby p ktore sa jednoznacznie wyzna-
czone przez wspoOlczynniki m;. Przy czym wspoélczynniki te speiniaja

p
> jmj=p (36)
=1

Wzo6r ten mozna zapisaé urzywajac wielomianéow Bella.

dr P _
@f(g) = Z f(k)(g) ’ Bp,k (g/ag/lv cee 7g(p k+1)) (37)
k=1
Gdzie wielomiany Bella mozna zapisa¢ jako
p—k+1 1
Bp7k(x171:27"'a$p—k+1) = Zp' H W (ZL'])m] (38)
- i 14!



Przy czym tym razem mamy dwa warunki na wspétczynniki m;

p p
D mi=p Y my=k (39)
j=1 j=1

Podstawiajac f(g) = €9 dostajemy szukane wyrazenie.

p
(eg)(p) = ¢ Z By (g/, q’, ... ,g(pkarl)) (40)
k=1

Yaczac wzory 32, 33, 34 i 40 dostajemy ostateczny sposéb rézniczkowania.

Jednak nie ma sensu zapisywaé¢ go eksplicite, poniewaz wyrazenia sie nie

upraszczajg i przez polaczenie tych wzoréw utracili bySmy ich czytelnosc.
Po wykonaniu rézniczkowania i pominieciu eksponenty dostajemy wy-

. . ’ . . ’ . ’ . 2 m
razenie ktore zawiera sume iloczynéw czynnikéw postaci Bp,41 (prqz) W
—1-3/2

réznych potegach i a! (1 + ag?) zawsze W pierwszej potedze. Zalezy
nam na wyelimonowaniu wszystkich wyrazéw nie pasuja do wzorca typu

q2m

(1+aq2)™+3/2"
wzoru 27:

o (1) = i (-1 <l> ( o (41)

U 1+ aqg)u+3/2

W tym celu wyknamy podstawienie, ktére jest rozwinieciem

Pozostaje nam teraz dokonanie mnorzen i zgrupowanie wspoélczynnikéw. Do
tego zadania. Program napisany w Mathematice wykorzystuje wszystkie po-
wyzsze relacje i wylicza wspétczynniki rozwiniecia 72F. Na koniec podam
og6lny wzér ktory jest koncowym wynikiem pracy nad catka (1| T?je—qufj [¢r)
dla parzystych n.

2% —¢*r2, & (2k) " _ B
(Wl 3 e™ 0T ) = (p [ ) | D T ————5— | Trae (42)

m=0 (1 +q2a)%+m

Algorytm dla n =2k — 1.

Jednak wyktadnik nie musi by¢ parzysty, dla nie parzystych wyktadnikéw
nasze dziatanie bedzie kontynuacjg poprzedniego z tym, ze zgodnie ze wzo-
rem 8 wymnozymy nasz wynik przez 2//m, podstawimy z ¢* sume ¢ +¢2 i
wycalkujemy po t od 0 do co. Poniewaz te wszystkie wyrazenia nie zmienia-
ja nam iloczynu skalarnego, ani nie mieszaja (przynajmiej narazie) réznych
sktadnikéw sumy, wykonamy je na jednym wyrazie sumy 42. Pominiemy
przy tym zaréwno wspo6lczynnik \2k) jak i stala multiplikatywna 2/+/7. Do
rozwazenia zostala calka dobrze znana z dokumentu: pr3-v2.pdf. Teraz
duza czeé¢ wzorob bedzie kopiowana bezposrednio z tamtad, jednak por(ézx;—
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nujac je nalezy pamietaé, ze tu przyjatem inna konwencje oznaczania 7,



poniewaz wczesniej nie wiedzialem, ze te wspolczynniki bede stosowal dla
innych poteg r. Catka ktora rozwazamy ma postac:

0o 2 2 2 2\m
/ dtexp [_ (2 + B (£ + ¢
0

1+ (2 +@a)irm

1+ (2 + q2)a

m —Z
- / dz (43)

25m+2 (1+ag?)2 '= Vi—z

przy czym wprowadziliémy oznaczenia
2
1

2 = g 29 = @ Az = Bl (44)

1+ q%a a al+q%a

Calki o ktérych méwimy wyrazaja sie przez niekompletne funkcje gamma,
ale wprowadzimy zamiast nich do opisu funkcje F;. W jezyku tych funkcji:

/ P PR (FmFo(A2) 4% (45)
———= z |k Z) — Nme

= m m4L0 nm

Wprowadzamy dodatkowe oznaczenie ktére bardzo skraca zapis.

Q= am (HmF()(AZ) nme_Az> (46)

Dzigki wzorom rekurencyjnym udaje nam si¢ przepisac {2, urzywajac funkcji
F; wyzszego rzedu. To uséwa klopotliwe wspdteczynniki Ky, 1 1.

q2(m_j)

2 i (m
O, = maqz)mjz_:o(_l)] (]) P Fj(Az) (47)

Ten atrakcyjny rezultat mozemy teraz wlorzyé do wzoru ogdlnego.

2k

k1 2 O — ) T
(k|7 e 1) ﬁ<¢k|¢z><mz:o 2 (15 o) > (48)

Wrytlaczajac eksponente i iloczyn skalarny oraz rozwijajac €2, mozemy za-
pisaé reszte wzoru jako:

2 (&K e ( )qmj) | )
F i () Srnea ) w

m=0

Dalsza analiza nie doprowadzita mnie do kolejnych uproszczen.



